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　図���のように地球を中心とする半径�U�

� �P �の円軌道上を回る人工衛星と，同一

平面上の，それより大きい半径�5�� �P �の

円軌道上を同じ向きに回る宇宙ステーシ

ョンの，ランデヴー��出会い��について考

えよう。万有引力定数を�*�� �1･ �P � �NJ ，

地球の質量を�0�� �NJ，人工衛星の質量を�

P�� �NJ �として，次の問いに答えよ。ただ

し，地球のまわりを万有引力だけを受け

て円運動やだ円運動する宇宙ステーショ

ンや人工衛星についても，惑星の運動に

関するケプラーの法則と同じ法則が成り

たつ。

���　地球を中心とする半径�U�の円軌道上を回る人工衛星の速さ� �9 �� �P�V �を求めよ。

���　この人工衛星の円運動の周期� �7 �� �V �を求めよ。ただし解答に� �9 �を用いてはならない。

　図���に示すように，点�$�で，人工衛星の速さを� �9 �から，瞬時に加速して， $9 �� �P�V �

にしたところ，人工衛星は�$%�を長軸とするだ円軌道上を運動し，地球から最も遠ざ

かった点��点�%��における速さは� %9 �� �P�V �で，地球からの距離は�5�であった。

���　人工衛星の力学的エネルギーが，点�$�と点�%�で等しいことを表す式を示せ。

���　 %9 �を� $9 ，U，5�を用いて表せ。

���　����と�����の結果より， %9 �を消去して� $9 �を求め，*，0，5，U�を用いて表せ。

���　比�
$9

�9
�を�5�と�U�だけを用いて表せ。

���　一般に，地球のまわりを，地球からの万有引力だけを受けて回る人工衛星または宇

　宙ステーションのだ円または円運動の周期の���乗は，その軌道の半長軸または半径の

　何乗に比例するか。

　図���のだ円軌道上を運動する人工衛星の周期を�7�� �V ，半径�5�の円軌道上を等速円運動

する宇宙ステーションの周期を� 67 �� �V �とする。

���　比�
7

67
�を�5�と�U�だけを用いて表せ。
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　人工衛星が地球から最も遠ざかった点�%�に

到達したとき，宇宙ステーションの位置は，

図���の点�&�であった。一般に，点�%�と点�&�は

離れている。5!U�であるから，����の結果よ

り，人工衛星が図���のように，点�%�から地球

のまわりのだ円軌道上を���周してもとの点�%�

にもどってきたとき，宇宙ステーションはも

との点�&�にはもどらず，その位置は，図���の

点�'�であった。地球の中心を点�2�として，

角�&2'�を�K�� �UDG �とする。

���　K�を�7， 67 �だけを用いて表せ。
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　点�'�と点�&�を比べると，点�'�のほうが点�

%�に近いので，人工衛星が，さらに地球のま

わりを何回か回って点�%�にもどってきたとき，

宇宙ステーションは人工衛星にさらに接近し，

その位置が図���の点�(�であった。この時点で

人工衛星を宇宙ステーションと同じ円軌道に

のせよう。そのためには，人工衛星の速さを�

%9 �から，宇宙ステーションと同じ速さ� 69 �

� �P�V �まで，瞬時に加速すればよい。

図４
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地球の引力

地球の引力と

大きさ�)�の力
の合力

����　比�
69

%9
�を�5�と�U�を用いて表せ。

　こうして図���のように，人工衛星は，宇宙

ステーションと同じ円軌道上を，同じ速さで

回るようになった。しかし，まだ両者は離れ

ている。これを近づけるには，人工衛星を加

速すればよいように思えるが，加速したとた

んに人工衛星の軌道は外側にずれてしまい，

宇宙ステーションと出会うことができなくな

る。そこで図���のように人工衛星の速さを，向きを変えずに� 69 �から� 69 �X�� �P�V �に瞬時

に加速した直後から，人工衛星に，地球の中心方向を向いた大きさ�)�� �1 �の力を加え続け，

人工衛星が速さ� 69 �X�で，半径�5�の円軌道上を運動するようにする。

����　人工衛星に加え続けなければならない力の大きさ�)�を�P，X，5， 69 �を用いて表せ。

　人工衛星の速さは宇宙ステーションの速さより大きいので，ついには，両者は出会う。

その瞬間に人工衛星の速さを� 69 �X�から� 69 �にもどし，同時に大きさ�)�の力を加えるこ
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とをやめればよい。こうして，ランデヴー��出会い��は完了する。
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 解説

���　人工衛星は地球との間の万有引力を向心力として回転半径�U�� �P �で円運動している。

　円運動の運動方程式�｢P
�Y

U
 I｣，万有引力の法則�｢) *

�P �P
�U

｣�より

　　　P
�
�9

U
 *�

0P
�U

　よって　 �9  )
*0

U
��� �P�V

���　円運動の周期の式�｢7 
�SU

Y
｣�より

　　　 �7  
�SU

�9
 �SU)

U

*0
��� �V

図ａ
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% $

5
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���　人工衛星の力学的エネルギーは運動エネルギーと

　万有引力による位置エネルギーとの和となる。また

　万有引力による位置エネルギーの式�｢8 �*�
0P

U
｣�

　より

　　　
�

�
�

$P9 �*�
0P

U
 
�

�
�
%P9 �*�

0P

5

���　ケプラーの第二法則��面積速度一定の法則��より

　　　
�

� $U9  
�

� %59

　よって　 %9  
U

5 $9 ��� �P�V

���　����の結果を�����の結果に代入して
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　式を整理して　 $9  )
�*05

U� 
�5 U
��� �P�V

���　���，����の結果より

　　　
$9

�9
 )

�*05

U� 
�5 U )
U

*0
 )

�5

�5 U

���　����の結果より

　　　 �
�7  

�

� ��SU)
U

*0
 
� �S

*0
�U

　このように，周期の���乗は，半径の���乗に比例する。

　U　ケプラーの第三法則�｢惑星の公転周期�7�の���乗は，軌道だ円の半長軸�D�の���乗

　　に比例する。｣

���　ケプラーの第三法則�｢
�7
�D
 N���定数�｣�より

　　　
�7

�

� �
�5 U

�

 
�
67
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図ｂ

���　宇宙ステーションが�K�� �UDG �移動するには� 67 �7�� �V �

　かかる。軌道を���周�� 
�S�UDG �するには� 67 �� �V �かかるので

　　　
K

�S
 

�67 7

67

　　　K �S
�67 7

67
��� �UDG

����　人工衛星が円軌道にのったとき，万有引力を向心力

　として，回転半径�5�� �P �で円運動している。円運動の運

　動方程式を立てると

　　　P
�
69

5
 *�

0P
�5

　よって　 69  )
*0

5
��� �P�V

　また，���，����の結果より

　　　 %9  
U

5)
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　よって
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����　人工衛星は万有引力と大きさ�)�� �1 �の力との合力を向心力として，回転半径�5�� �P �

　で円運動している。円運動の運動方程式を立てると

　　　P
�

� 
�69 X
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　次の文中の各問いに答えよ。

　ある点と物体を結ぶ線分が短い時間�OW�の間に描く面積を�O6�とするとき，: 
O6

OW
�を

物体のその点に関する面積速度という。惑星の太陽の位置に関する面積速度は一定である

こと��ケプラーの第二法則��が知られている。面積速度が一定となる他の例を調べてみる。

図���

O
2

� �$ 　�図���に示すように，点�2�と質量�P�の物体が伸び縮

　みしない糸で結ばれていて，物体は中心�2，半径�O�の円

　周上で速さ�Y�の等速円運動をしている。

　���　点�2�に関する物体の面積速度が，一定の値�
YO

�
�にな

　　ることを説明せよ。

　���　この物体にはたらく遠心力とはどのようなもので，

　　どういう場合に考える必要が生じるのかを説明せよ。

図���

U

K$

] \

[
2

%

� �% 　図���に示すように質量�P�の物体�$�と物体�%�は，あ

　る水平でなめらかな平面上の点�2�に開けられた小さな

　穴を通る糸で互いにつながれている。糸は，細く表面

　がなめらかで質量が無視でき，伸び縮みせずゆるむこ

　とはないとする。物体�$�はその水平な平面上を回転し，

　物体%�は鉛直方向に運動するとし，物体�$�の運動する

　面内に�[�軸と�\�軸をとり，鉛直方向を�]�軸とする。糸

　の張力の大きさを�7，重力加速度の大きさを�J，2$�の

　長さを�U，2$�と�[�軸のなす角度を�K�とし，両物体とも点�2�に達することはないもの

　とする。最初に物体�$�が等速円運動をする場合を考える。

　���　物体�$�が，U �U �の円周上で速さ� �Y �の等速円運動をしているとき， �U �は�J�と� �Y �

　　だけを用いて表せることを説明し， �U �の表式を求めよ。

　　次に，U�が一定とは限らない一般の場合を考える。

　���　物体�$�の�[，\�軸方向の加速度� [D ， \D �と物体�%�の加速度�E�を�7�を用いて表せ。

　　点�2�にいて，物体�$�と同じ角速度�[�で回転する観測者�&�から見ると，物体�$�には

　たらく�2$�方向の慣性力は半径�U，角速度�[�の等速円運動の場合と同じになる。観測

　者�&�から見た物体�$�の�2$�方向の加速度を� UD �とする。

　���　 UD �を�P，[，7，U�だけを用いて表せ。

　　糸は伸び縮みしないので，物体�%�の加速度�E�は加速度� UD �に等しい。

　���　����で求めた物体�%�の加速度の式から�7�を求め，����の結果に代入し� UD �を�U，J，
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　　[�だけを用いて表せ。

OK

U

YOW

2

'

$

図���

　　図���に示すように，ある時刻の物体�$�の位置�U�の�[，

　\�座標を�;，<�，速度�Y�の�[，\�成分を� [Y ， \Y �とすると，

　短い時間�OW�の後には物体�$�は点�'�に達し，K�は�OK�だ

　け変化する。2$�が�OW�の間に描く面積を�O6�とすると，

　O6�は三角形�2$'�の面積となるので，その時刻での物

　体�$�の面積速度は�: 
�

� �
; \Y 
�< [Y �と表せる。

　���　短い時間�OW�の間の�:�の変化�O:�は，����で求めた

　　物体�$�の加速度の式を用い，OW�の���乗に比例する項を無視すると���となることを

　　示せ。

　　����の結果より短い時間�OW�に対してつねに�
O:

OW
 ��となり，:�の値は一定で変化し

　ないことがわかる。すなわち面積速度�:�が一定となることが示された。角速度

　�[ 
OK

OW
，2$�の長さ�U�を用いると，: 

�

�
�U [ �とも表せる。�

　　物体�$�は，����と同様，速さ� �Y ，半径� �U �で点�2�が中心の等速円運動をしていたが，

　ある時刻に�2$�方向にさらに別の力が短い時間はたらいて円運動から少しずれた運動

　を始めたとする。その際，面積速度�:�は，別の力のはたらく以前の等速円運動のとき

　と等しい一定の値を保つ。それ以降，U�の� �U �からのずれ�H U� �U �の絶対値は小さいと

　する。

　���　:�が一定であることから，[�を�U�を用いて表せ。その結果を�����の結果に代入し，

　　H�の絶対値が小さいことを用いると，別の力がはたらいた後の物体�$�は，観測者�&�

　　から見て，線分�2$�上で�U �U �の点を中心とした単振動をすることを示し，その角

　　振動数を求めよ。ただし，G�の絶対値が小さいとき�
�

Q
� 
�� G

���QG �と近似できる

　　ことを用いてよい。

　　物体にはたらく力が，ある点と物体を結ぶ直線の方向をつねに向く場合，その点を

　力の中心という。一般に，そのような力だけが物体にはたらいている場合には物体の

　力の中心に関する面積速度が一定となることが知られている。� �$ ，� �% �や惑星の運動

　は，この場合にあてはまる。

S　� �$ ���　略　　���　略

　　　� �% ���　
�
�Y

J
　�����　 [D  �
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P
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7

P
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7

P
�J
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　　　　�����　[ (J �
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，略，角振動数：)
�J

� �U

 解説

:
[

O
遠心力

糸の張力

図�D

� �$ ���　物体の角速度を�[�とすると，面積速度�:�は

　　図�D�の扇形��中心角�[��の面積である。円運動の

　　速さの式�｢Y U[｣�より

　　　[ 
Y

O

　　であるから

　　　: 
�

�
[ �O  

�

�

Y

O
�O  

YO

�

　���　この物体と同じ角速度で等速円運動をしている観測者がこの物体を見ると，物体

　　は静止して見える。このとき物体にはたらく糸の張力とつりあっている力として遠

　　心力を考える必要がある。その大きさは物体の向心力と同じ大きさ�P
�Y

O
�で，半径

　　方向の中心�2�から遠ざかる向きにはたらく。

�U

P

[

\

図�EPJ

%
2

7

7

�Y

$

� �% ���　物体�%�は鉛直方向に動かないから��図�E�

　　　7 PJ

　　物体�$�の運動方程式は

　　　P
�
�Y

�U
 7

　　これら���式より　　P
�
�Y

�U
 PJ

　　よって　　 �U  
�
�Y

J
　　　　　　　��……�①

[

\

図�FPJ

%
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7

7

E

\D

K

[D

$
[7

\7

;

<

　���　糸の張力の大きさ�7�を�[�成分� [7 ，\�成分�

　　 \7 �に分解すると，図�F�からわかるように

　　　 [7  �7FRVK

　　　 \7  �7VLQK

　　よって，[�方向，\�方向の運動方程式より

　　　P [D  [7  �7FRVK

　　　P \D  \7  �7VLQK

　　ゆえに
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　　　 [D  �
7

P
FRVK， \D  �

7

P
VLQK　……�②

　　物体�%�の運動方程式は��図�F�　PE 7�PJ

　　したがって　E 
7

P
�J　　　　　　�……�③

図�G
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PU �[
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　���　観測者�&�が見るときは，遠心力�PU �[ �を考え

　　れば運動の法則が成りたつから，2$�方向の運

　　動方程式は

　　　P UD  PU
�[ �7

　　よって

　　　 UD  U
�[ �

7

P
　　　　　　　　　���……�④

　���　③�式より　7 P�E 
�J

　　④�式に代入して　 UD  U
�[ �E�J

　　E UD �であるから

　　　 UD  U
�[ � UD �J

　　　� UD  U
�[ �J

　　ゆえに　 UD  
�U �[ J

�
　　　　　　　……�⑤

　���　短い時間�OW�の間の�;，<， [Y ， \Y �の変化をそれぞれ�O;，O<，O [Y ，O \Y �とする

　　と　O: 
�

� ��; 
�O; � \Y 
�O \Y ��< 
�O< � [Y �
�O [Y �
�

� �; \Y 
�< [Y

　　OW�が小さいときは

　　　O [Y  [D OW，　O \Y  \D OW

　　　O; [Y OW，　O< \Y OW

　　と表せるから

　　　O: 
�

� ��; 
� [Y OW � \Y 
� \D OW ��< 
� \Y OW � [Y �
� [D OW �
�

� �; \Y 
�< [Y

　　右辺を展開して整理し，O �W �に比例する項を無視すると

　　　O: 
�

� �; \D 
�< [D OW

　　②�式より

　　　 [D  �
7

P
FRVK �

7

P

;

U
 �

7

PU
;
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　���　物体�$�ははじめ等速円運動をしていたから，����の結果より，面積速度� �: �は

　　　 �:  
�Y �U

�

　　①�式より　 �Y  (J �U �であるから

　　　 �:  
�U (J �U

�
 (J �

�U

�

　　円運動からずれて� �U �が�U�になったとき，面積速度�:�は

　　　: 
�

�
�U [

　　と表されるが，面積速度は変化しないから　: �:

　　よって　
�

�
�U [ (J �

�U

�
　　ゆえに　[ (J �

�U
�U

　　⑤�式に代入すると

　　　 UD  
�

� �U
�

� �
(J �

�U
�U

 ��J
J

� � �
�
�U
�U ��

　　U �U �H　として

　　　
�
�U
 

�
�

� 
��U H
 

�

�
�U

�

� ���
H

�U

　　
H

�U
.�　であるから　

�
�U
�
�
�
�U �� ���

H

�U

　　したがって

　　　 UD �
J

� ����
H

�U ���  �
�J

� �U
H �.�U 
� �U

　　ただし　. 
�J

� �U
���定数�

　　よって，観測者�&�から見て，物体�$�は線分�2$�上で�U �U �の点を中心とした単振

　　動をする。単振動の加速度の式�｢D � �[ [｣�より，.�は求める角振動数� U[ �の���乗

　　に等しいから
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U[  

�J

� �U
　ゆえに　 U[  )

�J

� �U
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