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１図

　図���のように，水平面と角度�K���K ��
S

�

をなすあらい斜面がある。質量�P�の物体�$�に

は，質量の無視できる伸び縮みしない糸が結ば

れている。糸の他端には質量�0�の物体�%�が，

斜面上部のなめらかにまわる滑車を通して，と

りつけられている。

　物体�$�と斜面との間の静止摩擦係数を�O，重

力加速度の大きさを�J�として，以下の問いに答えよ。

図２

K

$

　まず，図���のように，糸が斜面の最大傾斜方

向と平行な場合を考える。

���　物体�$�が斜面上で静止しているとしよう。

　このとき，物体�$�にはたらく摩擦力の大きさ

　を，P，0，K，J�のうちの必要なものを用い

　て表せ。

���　物体�$�を斜面上で静止させておくためには，物体�%�の質量�0�の値がある範囲内

　になければならない。この�0�の範囲の下限値と上限値を，P，K，O，J�のうちの必

　要なものを用いて表せ。なお，�D��O�WDQK，�E��O�WDQK，それぞれの場合につい

　て答えよ。

K

図３

D $

　次に，図���のように，糸が斜面の最大傾斜方

向と角度�D����D ��
S

�
�をなしている場合を考

える。

����　物体�$�が斜面上で静止しているとしよう。

　このとき，物体�$�にはたらく摩擦力の大きさ

　を，P，0，K，D，J�のうちの必要なものを用いて表せ。

���　O�がある値� FO �よりも小さい場合は��O� FO �，物体�%�の質量�0�の値をどのように選

　んでも，物体�$�を静止させておくことができない。この� FO �を，P，K，D，J�のうち

　の必要なものを用いて表せ。

���　O� FO �の場合に，物体�$�を斜面上で静止させておくためには，物体�%�の質量�0�の

　値がある範囲内になければならない。この�0�の範囲の下限値と上限値を，P，K，

　D，O，J�のうちの必要なものを用いて表せ。なお，�D��O�WDQK，�E��O�WDQK，そ

　れぞれの場合について答えよ。
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S　���　 �0 �PVLQK J

　　　���　�D�　下限値：P�VLQK �OFRVK ，　上限値：P�VLQK �OFRVK

�　�　　　���E�　下限値：�，　上限値：P�VLQK �OFRVK

　　　���　J( ���0 �P �VLQ K �0PVLQKFRVD

　　　���　WDQKVLQD

　　　���　�D�　下限値：P�VLQKFRVD �( ��O �FRV K �VLQ K �VLQ D

　　　　　　　�上限値：P�VLQKFRVD �( ��O �FRV K �VLQ K �VLQ D

　　　　　��E�　下限値：�，　上限値：P�VLQKFRVD �( ��O �FRV K �VLQ K �VLQ D

 解説

　斜面上の物体の力のつりあいでは，まず重力を斜面方向と斜面に垂直な方向とに分解

し，外力と静止摩擦力，重力の斜面方向の成分の���力のつりあいを考える。外力が斜面

の最大傾斜方向と異なる方向にはたらく場合，静止摩擦力の方向は，外力と反対向きで

も，最大傾斜方向でもなく，斜面上の二次元平面内において力のつりあいが成り立つ方

向であることに注意したい。また����，����の外力の向きが最大傾斜方向から角度�D�ずれ

た場合の解法には，����には�0�の���次方程式の解の判別式の利用，����では�����の外力が

最大傾斜方向における解答を利用して，両者の力の比較から力を置き換えて答えを求め

ることが早道である。

K

図D
0J
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I
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7 0J 1 PJFRVK

PJVLQK

0J!PJVLQK �のとき

$

%

���　ひもの張力が�0J�であるので，斜面方向の力のつりあい��図�D��より　

　　　　　0J PJVLQK�I

　　　　　I �0 �PVLQK J　　　　　　　　　　　　　　　　　　　……�①

　①�式は，0�と�PVLQK �の大小関係により負の値��静止摩擦力�I�が斜面上向きのとき�

　もとるので，摩擦力の大きさは�I�の絶対値� I �である。

　　　　　 I  �0 �P VLQ K J　　　　　　　　　　　　　　　　　……�②

���　斜面上で�$�がすべらずに静止している条件は， I �OPJFRVK �である。

　�D�　O�WDQK �のとき，斜面に物体�$�を置いただけでは，$�はすべってしま ※$�う 。

　　②�式と条件より
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　　　 �0 �PVLQK J�OPJFRVK

　　　�OPJFRVK��0 �PVLQK J�OPJFRVK

　　ゆえに　P�VLQK �OFRVK �0�P�VLQK �OFRVK

　　となるので，0�の下限値は　P �VLQK �OFRVK

　　　　　　　　　　�上限値は　P �VLQK �OFRVK

　�E�　O�WDQK �のとき，斜面に�$�を置いただけで，$�は斜面上で静止してしま

　　 ※$�う 。したがって，0�の下限値は　�

　　上限値は��D��と同じなので　P �VLQK �OFRVK

図ｂ 図ｃ

最
大
傾
斜
方
向

7 0J

PJVLQK

PJVLQK

0J

I

I

D

D

�� ※%�� 　物体�$�が斜面上で静止しているとき，

　斜面内で物体にはたらく���力，張力�7 0J，

　重力の斜面方向の成分�PJVLQK，静止摩擦力

　I�が二次元の力のつりあい状態にある��図�E�。

　この���力の幾何学的関係は図�F�のようになる。

　余弦定 ※&�理 �より

　 �I  �
� 0J � �

� PJVLQK ��� 0J � PJVLQK FRVD

　ゆえに　

　I J( ���0 �P �VLQ K �0PVLQK FRVD

　　　　　　　　　　　　　　　��　　　……�③

���　$�が斜面上で静止する条件は，I�OPJFRVK �である。③�式を用いると

　J( ���0 �P �VLQ K �0PVLQKFRVD �OPJFRVK

　両辺とも正なので���乗し，0�について整理すると

　 �0 ��PVLQKFRVD ･0� �P �
�O �FRV K � �VLQ K ��　　……�④

　このような�0�が存在するためには，左辺�� 0�の���次式  ��の解の判別式が正であれ

　ばよ ※'�い 。 �
� PVLQKFRVD � �P �

�O �FRV K � �VLQ K � ※(��

　これを整理すると　 �O � �WDQ K �VLQ D

　O!��より　O�WDQKVLQD

　これより，物体�$�が静止するための�O�の最小値� &O �は

　　　　 &O  WDQ K VLQ D
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7 0J

PJVLQK

D

PJVLQKFRVD

6I

�I

OPJFRVK

PJVLQKVLQD

図ｄ

D

�� ※)�� 　物体�$�が斜面上にギリギリ静止してい

　る状態��摩擦力は最大摩擦力�OPJFRVK ��で，

　物体�$�にはたらく���力，張力�7 0J，重力

　の斜面方向の成分�PJVLQK，摩擦力

　I OPJFRVK �のつりあいを，糸方向と糸に

　直交する方向で考える��図�G�。

　糸に直交する方向のつりあいより，摩擦力の

　糸に直交する方向の成分� �I �の大きさは

　　　　 �I  PJVLQKVLQD

　摩擦力の糸方向の成分� 6I �の大きさは，三平

　方の定理より

K

7 0J

PJVLQKFRVD

6I

図ｅ

糸方向断面　　　　 6I  ( ��� OPJFRVK �
�I

　　　　　� PJ( ��O �FRV K �VLQ K �VLQ D

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　……�⑤

　　物体�$�にはたらく力の糸方向のつりあいを図�H

　に示す。これと図�D�を比較すると，

図�D
PJVLQK

I OPJFRVK
� � 図�H

PJVLQKFRVD

� 6I ��⑤�式�

　　　重力の斜面成分：

　　　摩擦力：

　という対応関係がわかる。したがって，����の結果にこの対応関係を代入して，

　　�D�　O�WDQK �のとき

　　　0�の下限値は　P�VLQK FRVD �( ��O �FRV K �VLQ K �VLQ D

　　　0�の上限値は　P�VLQK FRVD �( ��O �FRV K �VLQ K �VLQ D

　　�E�　O�WDQK�のとき

　　　0�の下限値は　�

　　　0�の上限値は　P�VLQK FRVD �( ��O �FRV K �VLQ K �VLQ D

K

1 PJFRVK

$

�I  O1
PJVLQK

PJ

�※$

　すべり出すギリギリの状態では，摩擦力は最大摩擦力� �I  O1�である。
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　斜面方向の力のつりあいより，

　　PJVLQK OPJFRVK

　　よって　O 
VLQK

FRVK
 WDQK

D

7 0J

D

PJVLQK

�I

�I

　よって，O!WDQK �のときは，$�は斜面上をすべらない。

�※%　T　静止摩擦力を最大傾斜方向の成分� �I �と，

　　　　それに直角な成分� �I �に分解すると，物体�$�の

　　　　力のつりあいより

　　　　　 �I  0JFRVD�PJVLQK

　　　　　 �I  0JVLQD

　　　　I ( ���I
�
�I �より

　　　　I ( ��� �0JFRVD PJVLQK �
� 0JVLQD

　　　　�� J( ���0 �P �VLQ K �0PVLQKFRVD

$

DE

F

�※&　余弦定理　 �D  �E � �F ��EFFRV$

�※'　判別式!��ということは，\ 左辺��0�の���次式��に異なる���解があるので，グ

\ I�� 0

\��

　ラフは下図のようになる。すなわち，\�� 左辺 ���となる�0�が存在する。

�※(　\ �D[ ��E[�F�の解の判別式�'�は　' �E �DF

�※)　T　����の�0�についての���次式�④�において

　　　 �0 ��PVLQKFRVD ･0� �P �
�VLQ K � �O �FRV K  �

　とおき，ギリギリ静止している状態��I OPJFRVK��における�0�の値を求める。解の

　公式より

　　　0 PVLQKFRVD�( ��� PVLQKFRVD �P � ��VLQ K �O �FRV K

　　　　 P�VLQKFRVD �( ��O �FRV K �VLQ K �VLQ D

　　　 上限値0  P�VLQKFRVD �( ��O �FRV K �VLQ K �VLQ D
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　　　 下限値0  P�VLQKFRVD �( ��O �FRV K �VLQ K �VLQ D

　となる。あとは�O�の値により���������と同様に考えればよい。
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　次の文章の� ア ， ウ ， エ �には適切な数式を記入し， イ ， オ ，

$

KK
�7 �7

固定された平板

立方体

図１

カ �には適切な文章や図を記入せよ。

　図���に示すように，固定された平板上に���辺

の長さが�/�の立方体�$�をおき，両側面に糸を付

け，それぞれ張力� �7 �および� �7 �で糸を引いた。

立方体�$�と平板との静止摩擦係数は�O，立方体

の両側面と糸とのなす角度はそれぞれ

K�� ��� �K
S

�
�である。立方体�$�は平板に対し

$

$$

三角柱K

K

K

K

K

K

�7

�7

�7

�7

 Q ��の例

図２

て平行にしか動かない��回転しない��とする。

 �7 �7 �の状態から， �7 �のみを少しずつ増加させ

たとき，立方体�$�がすべり始める直前の� �7 �を

�7 �を用いて表すと，

　　　  �7 ア �……�①

となる。①�式の導き方を� イ �に記述せよ。

　次に，Q�個の立方体�$�を固定された正�Q�角柱

の各側面におき，互いに糸で結んだ。正�Q�角柱の

��辺の長さは�/�であり，立方体�$�と正�Q�角柱との

静止摩擦係数は�O�である。糸の張力を順に� �7 ，

�7 ，……， Q7 �とする。図���の場合と同じように，Q�個の立方体�$�と� �Q ��本の糸との

なす角�K�は全て等しいとする。図���は�  Q ��の場合の例である。K�を�Q�で表すと，

 K ウ �である。  �7 Q7 �の状態から少しずつ� �7 �のみを増加させたとき，Q�個の立

方体�$�がすべり始める直前の� �7 �を� Q7 �を用いて表すと

　　　  �7 エ �……�②

となる。②�式の導き方を� オ �に記述せよ。

 Q �のときの�②�式を考慮すると

　　　 ��7 7
�SOH �……�③

となる場合にはすべりが起こらないことが導かれる。ここで，  H �����……�である。

③�式が表すような現象の具体例を� カ �に説明せよ。

S　�ア�　
�VLQK OFRVK

�VLQK OFRVK �7
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　　　�イ�　立方体�$�にはたらく力は， �7 ， �7 �の他に，平板からの垂直抗力�1�と摩擦

　　　　力�I�である。

　　　　平板に垂直方向の力のつりあいより，

　　　　　　  ��1 �7 FRVK �7 FRVK �

　　　　よって　  1 � ��7 �7 FRVK �……��D�

　　　　また，平板に平行な方向の力のつりあいより

　　　　　　  ���7 VLQK �7 VLQK I ��……��E�

　　　　$�がすべり始める直前の摩擦力は最大摩擦力� �I �であるから

　　　　　　I  �I O1�……��F�

　　　　�F��に��D�，�E��を代入して

　　　　　　  � ��7 �7 VLQK O� ��7 �7 FRVK

　　　　よって　  �7
�VLQK OFRVK

�VLQK OFRVK �7

　　　�ウ�　 �
S

�

S

Q

　　　�エ�　  �7
Q

� �
�VLQK OFRVK

�VLQK OFRVK Q7 　ただし，  K �
S

�

S

Q

　　　�オ�　 �7 �を� �7 �で表すと��ア��で求めたように

　　　　　　  �7
�VLQK OFRVK

�VLQK OFRVK �7

　　　　同様に， �7 �を� �7 �で， �7 �を� �7 �で，……， �Q �7 �を� Q7 �で表すと

　　　　　  �7
�VLQK OFRVK

�VLQK OFRVK �7

　　　　　  �7
�VLQK OFRVK

�VLQK OFRVK �7

　　　　　  �Q �7
�VLQK OFRVK

�VLQK OFRVK Q7

　　　　以上を辺々かけあわせると

　　　　　  �7
Q

� �
�VLQK OFRVK

�VLQK OFRVK Q7 　ただし，  K �
S

�

S

Q

　　　�カ�　馬を止めておくのに手綱を柱に縛りつけるのではなく，柱に手綱を数回巻

　　　　きつけ，他端におもりをつけて垂れ下げておくだけで馬を止めておくことがで

　　　　きる。

 解説
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　立方体�$�の質量は無視できる，すなわち重力は考えないとする。

KK

�7 �7

図�D

1

I

�ア�，　�イ�　立方体�$�にはたらく力は， �7 ，

　 �7 �の他に，平板からの垂直抗力�1�と摩擦力�I

　である。平板に垂直方向の力のつりあいより，

　　　  ��1 �7 FRVK �7 FRVK �

　よって　  1 � ��7 �7 FRVK �……��D�

　また，平板に平行な方向の力のつりあいより

　　　  ���7 VLQK �7 VLQK I ��……��E�

　$�がすべり始める直前の摩擦力は最大摩擦力� �I �であるから

　　　I  �I O1�……��F�

　�F��に��D�，�E��を代入して

　　　　  � ��7 �7 VLQK O� ��7 �7 FRVK

K

K

K

K

図�E

K

K

K

K

2

3

4

　よって　  �7
�VLQK OFRVK

�VLQK OFRVK �7

�ウ�　正�Q�角形を�Q�個の立方体で囲むと，

　図の三角形�234�が�Q�個できる。三角形

　の内角の和は�S��  ���� �であるから，Q

　個の三角形の内角の和は�QS�となる。QS

　には，K�が��Q�個と中心部分の��S�が含ま

　れるから

　　　　  QS ��QK �S

　ゆえに　  K �
S

�

S

Q

�エ�，�オ�　　 �7 �を� �7 �で表すと��ア��で求め

　たように

　　　  �7
�VLQK OFRVK

�VLQK OFRVK �7

　同様に， �7 �を� �7 �で， �7 �を� �7 �で，……， �Q �7 �を� Q7 �で表すと

　　　  �7
�VLQK OFRVK

�VLQK OFRVK �7

　　　  �7
�VLQK OFRVK

�VLQK OFRVK �7

　　　  �Q �7
�VLQK OFRVK

�VLQK OFRVK Q7
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　以上を辺々かけあわせると

　　　  �7
Q

� �
�VLQK OFRVK

�VLQK OFRVK Q7 　ただし，  K �
S

�

S

Q

円柱

7 �7

馬

柱

おもり

図�G

図�F

�カ�　  Q �とは，正�Q�角柱が円柱になることである。円柱

　にロープを巻き，その一端を小さな力�� 7 �で支えるだけ

　で，他端にはたらく大きな力�� �7 �でつりあわせることが

　できる。

　　例えば，馬を止めておくのに手綱を柱に縛りつけるので

　はなく，柱に手綱を数回巻きつけ，他端におもりをつけて

　垂れ下げておくだけで馬を止めておくことができる。

U　問題文�③�式の導き方

　　　  FRVK  FRV� ��
S

�

S

Q
VLQ

S

Q

　　　  VLQK  VLQ� ��
S

�

S

Q
FRV

S

Q

　②�式より

　　　  �7
Q

� �
�VLQK OFRVK

�VLQK OFRVK Q7

　　　 

Q

� �
�FRV

S

Q
OVLQ

S

Q

�FRV
S

Q
OVLQ

S

Q

Q7

　ここで�
S

Q
�は極めて小さいから次の近似を用いる。

　　　FRV
S

Q
��，VLQ

S

Q
�

S

Q

　　　  �7  

Q

� �
��

OS

Q

��
OS

Q

Q7
Q

� �
�Q OS

�Q OS Q7

　ここで�  �Q OS 1�と置き替えて

　　　  �7  ･
�1 OS

� �
�1 �OS

1 Q7 ･
�1 OS

� ���
�OS

1 Q7

　ここで�Q �すなわち�1 �にすれば

　　　
�1 OS

� ���
�OS

1
�OSH

　となる。
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　ゆえに　  �7 ･�SOH 7
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